














дических	решений	 задачи	с	 эллиптическим	коэффициентом.	Приводится	пример	 задачи,	имеющей	единственное,	 
с	точностью	до	произвольного	числового	множителя,	решение,	и	пример	задачи,	решение	которой	зависит	от	произ-
























соответствующих	 краевых	 задач	 в	 явной	 форме	 через	 значения	 эллиптических	 функций	 
(см.,	напр.,	[5,	6]).
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Уточним постановку задачи. Пусть задано счетное семейство простых гладких замкнутых 
попарно непересекающихся контуров { },mL m∈N  ограничивающих непересекающиеся 




→∞  и ( )0 | | .m m m mm z D t L t z+∃δ > ∀ ∈ ∃ ∈ ∀ ∈ − ≥ δN  Пусть 
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\ .D D− +=C  Пусть также заданы мероморфные функции ( )( ) 1, ,kG z k N=  
не имеющие полюсов на множестве { }.mL m∈N  Требуется найти кусочно-аналитическую в об-
ласти D D− +  функцию 
 ( )( )
( ), ,
( )
( ), 1, ,k k
z z D
z
z z D k N
− −
+ +
Φ ∈Φ = 
Φ ∈ =
компоненты которой 1( ),   ( ),  ... ,  ( )Nz z z− + +Φ Φ Φ  непрерывны вплоть до кривых ( ) ,mL m∈N  
допускают мероморфные (вообще говоря, различные) продолжения из множеств ,D − (1) ( ),  ... , ND D+ +  
соответственно на всю комплексную плоскость и удовлетворяют на контурах граничным 
условиям
 ( )( ) ( ) ( ), , 1, .k k kt t G t t L k N
+ −Φ = Φ ⋅ ∈ =  (1)
Заметим, что в постановке задачи каких-либо требований на поведение решения на бесконеч-
ности не накладывается.
Для данной задачи установлено следующее утверждение.
Те о р е м а  1.  Пусть
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где ( ),ka z  ( ),kb z  ( ),kc z  ( )kd z  – целые функции, причем нули ( )ka z  содержатся в ( ) ,kD
+  нули 
( )kb z  – в ( )\ ,kD +C  нули ( )kc z  – в ,D +  а нули ( )kd z  – в .D −  Тогда всякое решение задачи может 
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где h(z) – некоторая целая функция.
До к а з а т е л ь с т в о.  Очевидно, всякая функция вида (3) является кусочно-аналитической 
в области D D− +  и ее предельные значения удовлетворяют граничным условиям (1). Пусть 
теперь функции ( ),z−Φ 1 ( ),  ... , ( ),Nz z+ +Φ Φ  аналитичны в областях ,D − (1) ,D + (2) ( ),  ... , ND D+ +  со-
ответственно, а их предельные значения удовлетворяют условиям (1). Тогда при фиксированном 
натуральном [1; ]k N∈  
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−Φ ⋅  аналитичны соответственно в областях ( )kD +  и ,D −  при этом 
непрерывны и совпадают на множестве L(k), то 
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d z a zz z h z
b z c z
+ −Φ ⋅ = Φ ⋅ =
где h
k
(z) – целая функция. таким образом, для любого натурального [1; ]k N∈  существует целая 
функция h
k
(z), для которой 
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где h(z) – некоторая целая функция. Выражая ( )k z+Φ  из соотношений 
( ) ( )( ) ( ) ,




d z a zz z
b z c z
+ −Φ ⋅ = Φ ⋅
получим решение задачи в виде (3). Очевидно, представление функций G
k
(z) в виде (2) не являет-
ся однозначным. Пусть
( ) ( )( ) ,




A z B zG z




причем нули целых функций ( ),  ( ),  ( ),  ( )k k k kA z B z C z D z  содержатся в областях ( ) ,kD + ( )\ ,kD +C  
,D + D −  соответственно. тогда, очевидно, 
( ) ( ) expφ ( ),




C z c z z
A z a z
= ⋅   
( ) ( ) exp ( ),




B z b z z
D z d z
= ⋅ ϕ
где ( )φ ( ) 1,k z k N=  – некоторые целые функции, и мы снова приходим к решению вида (3). 
теорема 1 доказана.
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Заметим, что факторизация коэффициента задачи, т. е. представление его в виде (2), является, 
вообще говоря, нетривиальной задачей для случая бесконечно связных областей. Полученный 
результат позволяет, в частности, строить примеры задач с ограниченными и исчезающими на 
бесконечности мероморфными решениями.
2. эллиптические решения однородной задачи Римана. В этом разделе решается вопрос
существования двоякопериодических решений однородной краевой задачи Римана в бесконечно 
связной области с заданным эллиптическим коэффициентом, общим для всех контуров. 
Приводятся примеры задач, допускающих такие решения.
Пусть задано счетное семейство простых гладких замкнутых попарно непересекающих-
ся контуров { }, , ,m nL m n∈Z  ограничивающих непересекающиеся области ,m nD +  и образу-
ющих на комплексной плоскости двоякопериодическую структуру: { }1 2ω ,ω \ 0 ,m n∃ ∈ ∀ ∈C Z  
{ }2 , 1 2 0,0
1
ωIm 0 2ω 2ω .
ω
m nL t m n t L
 
> ∧ = + + ∈ 
 
 Пусть также задана эллиптическая функция 










 \ .D D− +=C  требуется выяснить, существует ли эллиптическая 
функция Φ–(z), аналитическая в области D–, и эллиптическая функция Φ+(z), аналитическая 
в области D+, предельные значения которых непрерывны вплоть до кривых L
m,n
 и удовлетворяют 
на них граничным условиям
{ },( ) ( ) ( ), , .m nt t G t t L m n+ −Φ = Φ ⋅ ∈ ∈Z (4)
Методы решения краевых задач для абстрактной римановой поверхности описаны в [7]. 
Параллелограмм с попарно отождествленными противоположными сторонами топологически 
эквивалентен тору, т. е. римановой поверхности рода 1. Задача Римана на торе рассматривалась, 
например, в работах [8, 9]. Здесь же мы решим поставленную задачу как частный случай задачи, 
рассмотренной в предыдущем разделе.
Выберем некоторый параллелограмм периодов функции G(z), например, параллелограмм П 
с вершинами в точках 0, 2ω1, 2ω2 и 2ω1+2ω2 (для определенности будем считать, что отрезки, 
соединяющие точку 2ω1+2ω2 с точками 2ω1 и 2ω2, этому параллелограмму не принадлежат). 
Обозначим через a
j
 нули G(z) кратности k
j
, принадлежащие множеству ( )  1, ,D j N+ +Π =
через b
j
 – нули кратности l
j
, принадлежащие множеству ( )  1, ,D j N− −Π =  через cj – полю-
сы G(z) кратности m
j
, принадлежащие множеству ( )  1, ,D j P+ +Π =  через dj – полюсы кратно-
сти n
j
, принадлежащие множеству ( )  1, .D j P− −Π =  тогда, согласно [10, с. 18], число указанных
нулей и полюсов совпадает:
1 1 1 1
,
N N P P
j j j j
j j j j
k l m n
+ − + −
= = = =
+ = +∑ ∑ ∑ ∑
причем их суммы конгруэнтны друг другу относительно периодов 2ω1, 2ω2: 
( )( )1 2
1 1 1 1
mod 2ω ,2ω .
N N P P
j j j j j j j j
j j j j
k a l b m c n d
+ − + −
= = = =
+ ≡ +∑ ∑ ∑ ∑  
Заменяя, если потребуется, один из нулей или полюсов конгруэнтной величиной (обозначая его 
тем же символом), можно добиться равенства 
1 1 1 1
.
N N P P
j j j j j j j j
j j j j
k a l b m c n d
+ − + −
= = = =
+ = +∑ ∑ ∑ ∑
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так как функция G(z) является эллиптической, то, согласно [10, с. 56], ее можно выразить че-
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с теми же основными периодами 2ω1, 2ω2:
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Поскольку в любом параллелограмме периодов эллиптической функции содержится конечное 
число нулей и полюсов, то каждое из произведений в равенстве (5) также является конечным.




















− =∏  Подобные допущения примем и для остальных случаев, 
когда одна из областей не содержит нулей либо полюсов функции G(z). Будем называть ненулевое 
решение задачи кусочно-эллиптическим, если каждая из его компонент Φ+(z) и Φ–(z) является 
двоякопериодической функцией в области D+ и D– соответственно (наша постановка задачи 
согласуется с этим термином). Условимся также называть решение задачи единственным, если 
любые два решения задачи отличаются лишь постоянным множителем.
Обозначим символом χ алгебраическую сумму порядков нулей и полюсов функции G(z), 
принадлежащих области 0,0.D +









k m  . Тогда
1) если χ ˃ 0, то однородная задача Римана с коэффициентом (5) и краевым условием (4) имеет 
кусочно-эллиптические решения, причем
1а) при χ = 1 решение единственно,
1б) при χ ˃ 1 решение зависит от χ – 1 произвольных независимых параметров;




j j j j
j j
k a m c
+ +
= =
=∑ ∑  при этом данное решение является единственным;
3) если χ < 0, то кусочно-эллиптических решений задача не имеет.
До к а з а т е л ь с т в о.  Согласно утверждению теоремы 1 для случая N = 1, кусочно-аналити-
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где C = const, а h(z) – произвольная целая функция. Рассмотрим возможные случаи.










= − >∑ ∑  
Из равенства 
1 1 1 1
N N P P
j j j j
j j j j
k l m n
+ − + −
= = = =
+ = +∑ ∑ ∑ ∑









− = >∑ ∑  
При χ ˃ 1 (случай 1б)) выберем произвольный вектор ( ) χ 11 2 χ 1; ;...;H h h h −−= ∈C  и построим 




( ) σ ,j
j
h z C z h
=
= ⋅ −∏  где C = const, а hχ – пока неизвестное число. Для того 
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j j j
h k a m c h
+ + −
= = =
= − −∑ ∑ ∑  
В этом случае обе компоненты решения (6) будут эллиптическими функциями, зависящими от 
произвольных независимых параметров h1, h2, … , hχ–1. При χ = 1 (случай 1а)) получим един-




j j j j
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т. е. χ = 0. В этом случае решения (6) будут кусочно-эллиптическими лишь тогда, когда 
1
1 1
,   ( ) const.
N P
j j j j
j j
k a m c h z C
+ +
= =
= ≡ =∑ ∑
При этом также имеют место равенства 
1 1 1 1
,   ,
N P N P
j j j j j j
j j j j
l n l b n d
− − − −
= = = =
= =∑ ∑ ∑ ∑
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имеющей нули и полюсы лишь в области D+. В частности, при P+ = N + = 0 либо P – = N – = 0 


















h z z D
C z bz





































h z z D
z
z a























C G z z D
−
+













 ∈Φ = 
 ∈
одна из компонент которого является эллиптической дробно-рациональной функцией, а дру-
гая – постоянной.
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3. Пусть χ < 0, откуда 
1 1 1 1
,   .
P N N P
j j j j
j j j j
m k l n
+ + − −
= = = =
> >∑ ∑ ∑ ∑
тогда при любом выборе целой функции h(z) компоненты Φ+(z) и Φ–(z) решения (6) не являются 
эллиптическими функциями, поскольку в любом параллелограмме периодов число нулей этих 
компонент заведомо больше числа полюсов (с учетом порядка). В частности, если N+ = 0, P+ ˃ 0 
либо P– = 0, N – ˃ 0, то одна из компонент решения является целой функцией, отличной 
от постоянной. теорема 2 доказана.
Заметим, что в случае 1б) параметры h1, h2, …, hχ–1, являющиеся нулями «компенсирующей» 
функции h(z), могут принимать любые, в том числе и повторяющиеся значения. Укажем, 
в частности, способ построения функции h(z), имеющей в любом параллелограмме периодов 
функции G(z) лишь один нуль порядка χ. Пусть ( )χ1 0( ) σ .h z C z h= ⋅ −   Для того чтобы функция 
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не зависящее явно от параметров.
П р и м е р  1.  Построим соответствующие случаю 1а) эллиптическую функцию G(z) и се- 
мейство контуров { }, , .m nL m n∈Z  Пусть основные периоды функции G(z) равны 4 и 4i, ее про-
стые нули находятся в точках a1 = 1, a2 = 2, b1 = 3i, а ее простые полюсы – в точках c1 = i, d1 = 2i, 
d2 = 3. Пусть также внутри контуров Lm,n ( ),m n∈Z  находятся точки a1, a2, c1 и им конгруэнтные, 
а вне их – точки b1, d1, d2 и им конгруэнтные (относительно периодов 4, 4i). Учитывая, что 
1 2 1 1 1 2 ,a a b c d d+ + = + +  построим функцию G(z) в виде (5):
( ) ( ) ( )




( )   const 0 .
σ σ σ
z a z a z b
G z C C
z c z d z d
− ⋅ − ⋅ −
= ⋅ = ≠
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Φ = ⋅ ∈ − ⋅ −Φ = 
⋅ −Φ = ⋅ ∈ − ⋅ −
Подберем	целую	функцию	 ( ) ( )1 1 1( ) σ 		 consth z C z h C= ⋅ − =  	таким	образом,	чтобы	функция
( ) ( )







z c z h
z C
z a z a
− − ⋅ −Φ = ⋅
− ⋅ −
 
была	 эллиптической:	 1 1 1 2 1 1 2 1 3 .c h a a h a a c i+ = + ⇔ = + − = − 	 Тогда	 кусочно-эллиптическое	
решение	задачи	запишется	в	виде	
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
1
1
σ σ (3 )
, ,
σ 1 σ 2
( )
σ 3 σ (3 )
, ,
σ 2 σ 3









 − ⋅ − −
⋅ ∈ − ⋅ −Φ = 




Пример 	 2 . 	Пусть	коэффициентом	однородной	задачи	является	℘ -функция	Вейерштрасса
2 2 2
, , ,
( ; ) (0;0)
1 1 1
( ) ,






℘ = + − 




действительной	 и	 мнимой	 оси.	 В	 этом	 случаеее	 простые	 нули	 находятся	 в	 точках	 вида	
.ω α(2 1) γ β(2 1)m n m n i± = + ± + +   ( )0 γ α ,< <  	а	полюсы	второго	порядка	–	в	точках	 , 2α 2βm n m niΩ = +  





( ) ( )
2
σ (α γ β ) σ (α γ β )
( ) ,
σ ( )
z i z i
z C
z
− − + ⋅ + − +
℘ = ⋅  
где	 постоянная	С	 зависит	 от	 чисел	 α	 и	 β.	 Рассмотрим	 всевозможные	 варианты	 расположения	
контуров	 { }, , ,m nL m n∈Z 	 при	 которых	 ограничиваемые	 ими	 области	 ,m nD + 	 образуют	 двоя	ко-
периодическую	структуру	на	плоскости,	 согласованную	с	 решеткой	периодов	функции	 ( ) :z℘  
{ }( ), 0,0, 2α 2β .m nm n L t m ni t L∀ ∈ = + + ∈Z  	 Для	 каждого	 варианта	 рассмотрим	 вопрос	 о	 суще-
ствовании	двоякопериодических	(как	постоянных,	так	и	дробно-рациональных)	решений.
1. Пусть	область	 0,0D + 	не	содержит	нулей	и	полюсов	функции	 ( ),z℘ 	т.	е.	P+ = N+	=	0	(случай	χ	=	0).
Тогда,	согласно	(3),	мероморфное	решение	задачи	запишется	в	виде	
( ) ( )
2
( ), ,
( ) σ (α γ β ) σ (α γ β )
( ), .
σ ( )
h z z D
z C z i z i






Φ = ⋅ − − + ⋅ + − +
⋅ ∈

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C z z D
−
+
 ∈Φ = 
⋅℘ ∈
2. Пусть область 0,0D +  содержит оба нуля функции ( )z℘  в прямоугольнике периодов, а ее 
полюс принадлежит области D–. тогда, используя разложение (2), приведем равенство (3) к виду
( ) ( )
2
( ) , ,
σ (α γ β ) σ (α γ β )
( )
( ) , .
σ ( )
h z z D
z i z i
z








Следуя случаю 1б) теоремы 2, построим целую функцию ( ) ( ) ( )1 1 2 1( ) σ σ  const ,h z C z h z h C= ⋅ − ⋅ − =   
для которой функция Φ(z) будет эллиптической в обеих областях D+ и D–. так как 
( ) ( )α γ β α γ β 0,i i− + + − + − =  то h1 + h2 = 0, откуда h2 = –h1 и ( ) ( )1 1 1( ) σ σ .h z C z h z h= ⋅ − ⋅ +  таким 
образом, получим бесконечное множество кусочно-эллиптических решений вида 
( ) ( )
( ) ( )












z h z h
C z D
z i z i
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 − ⋅ +
⋅ ∈ − − + ⋅ + − +Φ = 
− ⋅ + ⋅ ∈

 
зависящее от параметра 1 .h ∈C  При h1 = 0, 1 α γ βh i= − +   или 1 α γ βh i= − + −   одна из компонент 
решения будет постоянной, а в остальных случаях обе компоненты будут эллиптическими дробно- 
рациональными функциями.
3. Пусть область 0,0D +  содержит полюс z = 0 функции ( ),z℘  а оба нуля ( )z℘  лежат в области 
,D −  что соответствует случаю N+ = 0, P+ ˃ 0 (χ < 0). тогда равенство (3) принимает вид
 ( ) ( )
2σ ( ) ( ), ,
( )
σ (α γ β ) σ (α γ β ) ( ), ,
z h z z D
z
C z i z i h z z D
−
+
 ⋅ ∈Φ = 
⋅ − − + ⋅ + − + ⋅ ∈
 
 
и определяет кусочно-целую в области D D− +  функцию. Эллиптических функций среди ре-
шений нет.
4. Пусть область 0,0D +  содержит как полюс Ω0,0 = 0 функции ( ),z℘  так и оба ее нуля, т. е. 












 ∈℘Φ = 
 ∈
5. Пусть полюс Ω
0,0
 = 0 и один из нулей 0,0ω α γ βi− = − +  функции ( )z℘  принадлежат области 
0,0 ,D +  а нуль 0,0ω α γ βi+ = + +  – области D– (случай χ < 0). тогда равенство (3) примет вид
( )
( )
2σ ( ) ( ), ,
σ (α γ β )( )
σ (α γ β ) ( ), .
z h z z D
z iz





− − +Φ = 
 ⋅ + − + ⋅ ∈
 
Очевидно, эллиптических функций среди решений нет.
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6. Один из нулей 0,0ω α γ βi− = − +  функции ( )z℘  принадлежат области 0,0 ,D +  а другой нуль 
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h z z D
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 + − +
⋅ ∈ − − +Φ = 
 ⋅ ∈
 
Поскольку α γ β α γ β ,i i− + ≠ − + −  то эллиптических функций среди решений в этом случае 
также нет.
Заключение. В данной работе в замкнутой форме было получено решение однородной крае-
вой задачи Римана с мероморфными коэффициентами для бесконечно связных областей, а также 
решен вопрос существования двоякопериодических решений задачи с эллиптическим коэффи-
циентом, общим для всех контуров. Полученные результаты могут служить базой для исследо-
вания случая, когда коэффициенты задачи являются различными для каждого из контуров 
( ) ,kL k∈N  а также при решении неоднородной задачи Римана с мероморфными коэффициента-
ми и свободными членами в бесконечно связных областях.
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